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LA CONJECTURE DU FACTEUR DIRECT
YVES ANDR ´E
ABSTRACT. M. Hochster a conjecture´ que pour toute extension finie S d’un anneau com-
mutatif re´gulier R, la suite exacte de R-modules 0→ R → S → S/R → 0 est scinde´e.
En nous appuyant sur sa re´duction au cas d’un anneau local re´gulier R complet non ram-
ifie´ d’ine´gale caracte´ristique, nous proposons une de´monstration de cette conjecture dans
le contexte de la the´orie perfectoı¨de de P. Scholze. Les deux ingre´dients-cle´ sont le “lemme
d’Abhyankar” perfectoı¨de et l’analyse des extensions kumme´riennes de R par une tech-
nique d’e´paississement sur des voisinages tubulaires.
ABSTRACT. M. Hochster conjectured that any finite extension of a regular commutative
ring splits as a module. Building on his reduction to the case of an unramified complete
regular local ring R of mixed characteristic, we propose a proof in the framework of P.
Scholze’s perfectoid theory. The main ingredients are the perfectoid “Abhyankar lemma”
and an analysis of Kummer extensions of R by a thickening technique.
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INTRODUCTION.
0.1. La conjecture du facteur direct, publie´e par M. Hochster en 1973 [12], est l’e´nonce´
suivant, d’apparence e´le´mentaire:
0.1.1. Conjecture. Soit R un anneau commutatif noethe´rien re´gulier. Alors pour toute R-
alge`bre commutative fide`le et finie S, l’inclusion R →֒ S admet une re´traction R-line´aire,
i.e. R est facteur direct de S en tant que R-module.
Il revient au meˆme de dire que toute extension finie R →֒ S est pure, i.e. universelle-
ment injective, ou encore que S est un ge´ne´rateur de la cate´gorie des R-modules.
Cette conjecture occupe une place centrale dans l’e´cheveau des “conjectures ho-
mologiques”, issues des travaux de C. Peskine et L. Szpiro [22], et qui structurent la vision
sous-jacente a` bien des travaux d’alge`bre commutative depuis une quarantaine d’anne´es
[15]. Le re´sultat suivant, qui synthe´tise les travaux de plusieurs auteurs, donne un aperc¸u
de son caracte`re prote´iforme.
Les e´nonce´s suivants sont e´quivalents1:
(1) La conjecture du facteur direct vaut pour tout anneau re´gulier.
(2) Pour tout ide´al I d’un anneau re´gulier R et toute extension finie S, I = R ∩ IS.
(3) Pour tout anneau local (noethe´rien)R, toute suite se´cante maximale (x1, . . . , xd)
et tout couple (m,n) ∈ N2, le monoˆme (x1 · · ·xd)m est dans l’ide´al engendre´
par xn1 , . . . , xnd si et seulement si m ≥ n.
(4) Pour tout anneau local R d’ide´al maximal m, et tout complexe de modules libres
de type fini 0 → Fd → · · · → F0 → 0 tel que Hi(F•) soit de longueur finie pour
i > 0 et que H0(F•) \mH0(F•) ait de la torsion m-primaire, on a dim R ≤ d.
Ils impliquent la conjecture des syzygies:
(5) Tout k-ie`me module de syzygies M (d’un module de type fini sur un anneau local),
qui est de dimension projective finie mais non libre, est de rang ≥ k.
0.2. La conjecture du facteur direct est un proble`me local sur R mais pas sur l’extension
S (proble`me de recollement des re´tractions). Si le degre´ de l’extension est inversible, il est
facile de construire une re´traction a` l’aide d’une trace divise´e, ce qui e´tablit la conjecture
lorsque R contient Q. C’est encore facile si l’extension finie est plate (donc fide`lement
plate, de sorte que la suite exacte 0 → R → S → S/R → 0 se scinde), ce qui e´tablit la
conjecture en dimension ≤ 2, puisque toute extension finie normale de R est alors plate.
Le cas beaucoup plus ardu de la dimension 3 a e´te´ re´solu par R. Heitman [11].
Par ailleurs, sans l’hypothe`se de re´gularite´, il est aise´ de trouver des contre-exemples:
l’ide´al (x+ y) de R = K[x, y]/(xy) n’est le contracte´ d’aucun ide´al du normalise´ K[x]×
K[y]; la normalite´ ne suffirait pas, d’ailleurs [12, ex. 1].
Hochster a de´montre´ la conjecture en caracte´ristique p > 0 (voir 5.4 ci-dessous), et
a ramene´ le cas ge´ne´ral au cas d’un anneau local complet non ramifie´ d’ine´gale car-
acte´ristique (0, p) de corps re´siduel k parfait, c’est-a`-dire, en vertu du the´ore`me de struc-
ture de Cohen, au cas d’un anneau de se´ries formelles W (k)[[T1, . . . , Tn]] a` coefficients
dans l’anneau de Witt de k [13, th. 6.1].
1Une suite se´cante maximale est un syste`me de (dimR) ge´ne´rateurs d’un ide´al dont le radical est l’ide´al
maximal (“system of parameters” en anglais). Le rang d’un module de dimension projective finie (sur un anneau
local) est la somme alterne´e des rangs dans une re´solution libre.
Pour l’e´quivalence (1) ⇔ (3), voir [13, th. 6.1]. L’implication (1) ⇒ (2) est e´le´mentaire: la purete´ de
l’extension S entraıˆne que R/I → S/IS est injectif; pour la re´ciproque, voir [8]. Pour (3) ⇒ (4), voir [13], et
[9] pour la re´ciproque. L’implication (4)⇒ (5), implicite dans [10], est explicite´e dans [13].
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L’objectif de cet article est de la de´montrer en ge´ne´ral, via cette re´duction:
0.2.1. The´ore`me. La conjecture du facteur direct est vraie pourW (k)[[T1, . . . , Tn]] (donc
aussi pour tout anneau re´gulier R).
Nous ferons usage de techniques “transcendantes” issues de la the´orie de Hodge p-
adique, quittant de´libe´re´ment le monde noethe´rien ou` l’alge`bre commutative est diserte,
pour le non-noethe´rien ou` elle annoˆne.
0.3. Expliquons la strate´gie de la preuve dans le cas analogue, mais beaucoup plus sim-
ple, ou` R = k[[T0, . . . , Tn]] et ou` l’extension finie S de R est inte`gre et munie d’un
groupe fini G d’automorphismes tel que SG = R.
La trace tr : S → R donne´e par la somme des conjugue´s est non nulle, car l’extension
des corps de fractions est galoisienne; ne´anmoins tr n’est pas surjective en ge´ne´ral, donc
est impropre a` fournir une re´traction de R →֒ S si p divise l’ordre de G.
La situation s’ame´liore en passant aux cloˆtures parfaites: l’extension des corps de
fractions demeure galoisienne de groupe G, mais l’ide´al non nul tr(S1/p∞) de R1/p∞
devient radiciel: tr(S1/p∞) = (tr(S1/p∞))1/p∞ . En particulier, tr(S1/p∞) n’est pas
contenu dans l’ide´al (T0, T1, . . . , Tn)R1/p
∞
. Comme R1/p∞ est libre sur R de base
(Tm00 · · ·T
mn
n )m∈(Z[ 1
p
]∩[0,1[)n+1 , on en de´duit l’existence d’un e´le´ment s ∈ S1/p
∞
et
d’un indice m tels que la projection de tr(s) sur le facteur R indexe´ par m soit e´gal a`
1. En composant les applications R-line´aires S → S1/p∞ s
′ 7→tr(ss′)
→ R1/p
∞ prm
→ R, on
obtient la re´traction cherche´e.
0.4. En ine´gale caracte´ristique, ou` W (k) se substitue a` k[[T0]], la the´orie de Hodge p-
adique sugge`re une approche analogue, en remplac¸ant cloˆtures radicielles par extensions
profonde´ment ramifie´es. Dans le cas de A := W (k)[[T1, . . . , Tn]], on peut par exemple
conside´rer Aˆo∞ := W (k[[T
1
p∞
1 , . . . , T
1
p∞
n ]])⊗ˆW (k)Kˆ
o
∞, ou` Kˆ
o
∞ est le comple´te´ de la Zp-
extension cyclotomiqueKo∞ = W (k)[ζp∞ ] de W (k).
Cette ide´e a de´ja` e´te´ explore´e par plusieurs auteurs, dont P. Roberts, puis K. Shimomoto,
B. Bhatt, O. Gabber et L. Ramero; elle a notamment permis a` Bhatt [4] de prouver la
conjecture du facteur direct dans le cas ou` B[ 1p ] est e´tale sur A[ 1p ]: dans ce cas, le the´ore`me
de “presque-purete´” de Faltings implique en effet que l’anneau des entiers (B ⊗A Aˆ∞)o
est presque pur sur Aˆo∞, et un argument noethe´rien permet de passer de la` a` la purete´ sur A.
L’argument s’e´tend d’ailleurs au cas ou` B[ 1p ] n’est ramifie´ qu’au-dessus de T1 · · ·Tn = 0.
0.5. Pour le cas ge´ne´ral, le the´ore`me de Faltings s’ave`re insuffisant. Nous le rem-
placerons par le “lemme d’Abhyankar” perfectoı¨de de [1], qui permet de traiter le cas
ou` B[ 1p ] est ramifie´ sur A[
1
p ] le long d’un discriminant g ∈ A quelconque.
Ce re´sultat affirme entre autre que quitte a` adjoindre les racines p∞-ie`mes de g et
prendre une fermeture [comple`tement] inte´grale, l’extension des anneaux d’entiers devient
“presque” presque e´tale finie modulo toute puissance de p - “presque” e´tant entendu au
sens ou` l’on “ne´glige” tout ce qui est annule´ par (ζpj−1)g
1
pj pour tout j. Plus pre´cise´ment,
la fermeture inte´grale Bo de g−
1
p∞ Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o dans B ⊗A Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉[ 1g ] est presque e´tale
finie et pure sur Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o modulo toute puissance de p (th. 3.2.1).
La presque-alge`bre intervient ici dans un cadre ine´dit ou` l’ide´al idempotent n’est pas un
ide´al de valuation. On a par ailleurs remplace´ Aˆo∞ par Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o et, pour conclure, on a
besoin de proprie´te´s de purete´ ou de platitude de Aˆo∞ → Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o.
0.6. L’e´tude des extensions kumme´riennesA[ζpi , g
1
pi , 1p ]
o de A est notoirement difficile:
on sait que l’anneau des entiers de A[g
1
p ] (resp. A[g 1pi ]) est pur sur A mais, apre`s adjonc-
tion d’une racine p-ie`me de l’unite´, pas ne´cessairement plat sur A [17] (resp. [23]). Notre
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approche consistera a` travailler avec Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o directement, en l’“e´paississant ”, c’est-
a`-dire en la voyant comme colimite comple´te´e-se´pare´e d’alge`bres de fonctions borne´es
sur des voisinages tubulaires de T = g dans le spectre analytique de Aˆ∞〈T
1
p∞ 〉, et en
exploitant le caracte`re perfectoı¨de de telles alge`bres. En re´sume´, Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉o est presque
fide`lement plate sur une certaine de´comple´tion Ao∞ de Aˆo∞, “presque ” e´tant entendu ici
au sens ou` l’on ne´glige ce qui est annule´ par l’ide´al de valuation de Ko∞ (th. 2.5.1). On en
de´duit assez facilement la purete´ de A →֒ A[ζpi , g
1
pi , 1p ]
o (cor. 2.6.1).
0.7. Comme l’ont montre´ les travaux de Heitman et surtout Hochster, la conjecture du
facteur direct est proche de (et implique´e par) l’existence d’alge`bres de Cohen-Macaulay
(non ne´cessairement noethe´riennes) pour les anneaux locaux (cf. e.g. [15][16]). On peut
combiner les re´sultats esquisse´s ci-dessus aux techniques de [14] pour e´tablir cette exis-
tence.
0.7.1. The´ore`me. Pour tout anneau local noethe´rien complet inte`gre B d’ine´gale car-
acte´ristique (0, p), il existe une B-alge`bre C de Cohen-Macaulay, i.e. telle que toute suite
se´cante maximale de B devient une suite re´gulie`re dans C.
Remerciements. Ma vive reconnaissance va a` Luisa Fiorot, qui m’a fait connaıˆtre la conjecture
du facteur direct fin 2012, et m’a explique´ son importance dans la proble´matique de la descente.
1. PRE´LIMINAIRES.
1.1. Commenc¸ons par deux lemmes aux confins de l’alge`bre noethe´rienne.
1.1.1. Lemme. Soient R un anneau noethe´rien, I un ide´al et S une R-alge`bre plate (non
ne´cessairement noethe´rienne). Alors le comple´te´-se´pare´ I-adique Sˆ de S est plat sur R,
et pour tout module M de type fini sur R, le comple´te´ de MS s’identifie a` MSˆ . Si I est
contenu dans le radical de Jacobson de R (ce qui est le cas si R est I-adiquement complet)
et si S est fide`lement plat sur R, alors Sˆ est fide`lement plat sur R.
Proof. 2 Conside´rons une suite exacte courte 0 → M1 → M2 → M3 → 0 de R-modules
de type fini. D’apre`s Artin-Rees, il existe m tel que pour tout n ≥ m, en posant N1 =
M1 ∩ I
mM2, la suite 0 → M1/In−mN1 → M2/InM2 → M3/InM3 → 0 soit exacte.
On obtient encore une suite exacte en tensorisant avec la R-alge`bre plate S, puis, d’apre`s
Mittag-Leffler, en passant a` la limite sur n. Puisque In−mN1 est coince´ entre InM1 et
In−mM1, on obtient une suite exacte courte 0→ M̂1S → M̂2S → M̂3S → 0.
Pour tout R-module de type fini M , le morphismeMSˆ → M̂S est surjectif, et on de´duit
de ce qui pre´ce`de, en prenant une pre´sentation de M , qu’il est en fait bijectif. On de´duit
de la` et de la suite exacte pre´ce´dente que Sˆ est plat sur R.
Supposons ensuite qu’on ait MSˆ = 0. Alors (M/IM) ⊗R S = M ⊗R (Sˆ/ISˆ) = 0.
Si S est fide`lement plat, on a M = IM . Si I est contenu dans le radical, on a M = 0
d’apre`s Nakayama, et on conclut que Sˆ est fide`lement plat sur R, ce qui ache`ve la preuve
du lemme. ✷
2ce lemme apparaıˆt sous diverses formes et avec diverses preuves dans la litte´rature, par exemple [25, th. 0.1];
la preuve qui suit est plus e´le´mentaire que celle de loc. cit. . L’e´nonce´ est a` premie`re vue surprenant dans le cas
ou` S n’est pas se´pare´; il ne dit rien d’ailleurs sur le se´pare´ de S.
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1.1.2. Lemme. SoientR est un anneau noethe´rien, J un ide´al, S uneR-alge`bre fide`lement
plate (ou pure), et K un ide´al idempotent de S contenu dans JS. Alors pour tout s ∈ R∩K,
il existe r ∈ J tel que (1 − r)s = 0. En particulier, si R est local et R ∩ K 6= 0, alors
J = R.
Proof. Pour tout n ≥ 1, K = Kn est contenu dans (JS)n = JnS. Par platitude fide`le (ou
purete´), on a R ∩ (JS)n = R ∩ (Jn ⊗ S) = Jn [5, I, §2, n. 6, prop. 7]. Donc R ∩ K est
contenu dans ∩Jn. On conclut par le lemme de Krull. ✷
1.2. Voici quelques rappels et comple´ments sur la localisation de Weierstrass des
alge`bres de Banach uniformes (i.e. dont la norme est e´quivalente a` la norme spectrale
associe´e [1, 2.2]).
Soient K un corps complet pour une valuation non-triviale, λ un e´le´ment non nul de
l’anneau de valuation Ko. Soient B une K-alge`bre de Banach uniforme, et f un e´le´ment
de la boule unite´ B≤1. Alors B{ fλ} est de´finie comme le quotient de B〈U〉 par l’adhe´rence
de l’ide´al engendre´ par λU − f ; c’est une alge`bre de Banach pour la norme quotient (non
ne´cessairement uniforme). En fait, cet ide´al est ferme´ [19, prop. 2.3], de sorte que
(1) B{f
λ
} = B〈U〉/(λU − f).
Si f est non-diviseur de ze´ro dans B, λU − f l’est aussi dans B〈U〉.
1.2.1. Supposons que |K| soit dense dans |B| (ce qui est le cas si la valuation est non
discre`te). Pour tout e´le´ment ̟ ∈ Koo, la topologie de B≤1 est la topologie ̟-adique [1,
sor. 2.3.1].
Supposons que la multiplication par f soit isome´trique dans B (ce qui est en particulier
le cas si la norme de B est multiplicative et |f | = 1). Alors le quotient B≤1〈U〉/(λU − f)
est sans ̟-torsion: en effet, il suffit de voir que tout e´le´ment annule´ par λ est nul; or si∑
bmU
m rele`ve un tel e´le´ment, l’e´quation λ(
∑
bmU
m) = (λU −f)
∑∞
0 amU
m, am ∈
B≤1, implique que λ divise tous les am puisque la multiplication par f est injective modulo
λ. On a donc (λU − f)B≤1 = ((λU − f)B)≤1, et il en de´coule que
(2) B{f
λ
}≤1 = B≤1〈U〉/(λU − f)
si la valuation de K et discre`te, et
(3) B{f
λ
}≤1 = (B≤1〈U〉/(λU − f))
a
∗
sinon, en utilisant la notation ( )a∗ de la presque-alge`bre dans le cadre (Ko,Koo), qui se
traduit ici par Ba∗ :=
⋂
η∈Koo
η−1B [1, sor. 2.3.1].
La formule (1) montre par ailleurs que B≤1〈U〉/(λU − f) est ̟-adiquement se´pare´,
i.e. (λU − f) est ferme´ dans B≤1〈U〉. On en de´duit l’e´galite´
(4) B≤1〈U〉/(λU − f) =
̂
B≤1[
f
λ
],
avec le comple´te´ ̟-adique de B≤1[ fλ ] ⊂ B. En effet, le meˆme argument que ci-dessus
montre que B≤1[U ]/(λU − f) est sans ̟-torsion, de sorte que la suite
(5) 0→ (λU − f)B≤1[U ]→ B≤1[U ]→ B≤1[f
λ
]→ 0
est exacte. Elle induit comme d’habitude par comple´tion une suite
(6) 0→ ̂(λU − f)B≤1[U ]→ B≤1〈U〉 →
̂
B≤1[
f
λ
]→ 0
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exacte a` droite et ou` l’image de (λU − f)B≤1〈U〉 est dense dans le noyau de B≤1〈U〉 →
̂B≤1[
f
λ ]; or on a
̂(λU − f)B≤1[U ] = (λU − f)B≤1〈U〉 et la suite (6) est exacte a` gauche;
et puisque (λU −f)B≤1〈U〉 est ferme´ dans B≤1〈U〉, on conclut que la suite (6) est exacte.
L’alge`bre B≤1〈U〉/(λU − f) = ̂B≤1[ fλ ] ne change pas, a` isomorphisme pre`s, si l’on
change f en f ′ tel que |f − f ′| ≤ |λ| (resp. λ en λ′ tel que |λ| = |λ′|), l’isomorphisme
e´tant induit par U 7→ λλ′ (U + h) ou` h = λ
−1(f ′ − f) ∈ B≤1.
2. EXTENSIONS “KUMME´RIENNES ” DE W (k)[[T1, . . . , Tn]].
2.1. Pour tout corps p-adique K , on note Ko l’anneau de valuation et Koo l’ide´al de
valuation.
Soient k un corps parfait de caracte´ristique p, K0 le corps des fractions de l’anneau
des vecteurs de Witt W (k). Conside´rons la tour cyclotomique K∞ = ∪Kj avec Kj =
K0[ζpj ]. Le comple´te´ p-adique Kˆ∞ est alors un corps perfectoı¨de: l’endomorphisme de
Frobenius de Kˆo∞/p est surjectif (voir [1, §3.1, 3.2] pour les de´finitions et re´sultats de
base concernant les corps et alge`bres perfectoı¨des).
2.2. Comme dans l’introduction, posons
(7) A := W (k)[[T1, . . . , Tn]]
et fixons un e´le´ment non nul g ∈ A.
Posons Koj [[T
1
pj
≤n]][g
1
pk ] := Koj [[T
1
pj
1 , . . . , T
1
pj
n ]][T ]/(T p
k
− g) et
(8) Ajk = Koj [[T
1
pj
≤n]][g
1
pk ][
1
p
].
Lorsque (j, k) varie dans N2, on obtient un double syste`me inductif de K0-alge`bres, dont
les morphismes de transition sont les inclusions naturelles. On permet la valeur ∞ pour
l’un des indices (ou les deux), en prenant la re´union indexe´e par les valeurs finies de cet
indice.
2.3. On note Aojk la fermeture inte´grale de A dans Ajk . Cette Koj -alge`bre contient
Koj [[T
1
pj
≤n]][g
1
pk ] et ve´rifie Ajk = Aojk[ 1p ]. Elle est noethe´rienne et p-adiquement comple`te
si (j, k) ∈ N2. Si j = ∞, elle est re´union croissante d’alge`bres Aoj′k′ qui sont
noethe´riennes, inte´gralement ferme´es dans Aj′k′ , et finies les unes sur les autres, donc
elle est comple`tement inte´gralement ferme´e dans A∞k (i.e. tout e´le´ment de A∞k dont les
puissances sont contenues dans un sous-Ao∞k-module de type fini appartient a` Ao∞k). On
note Aˆo∞k le comple´te´ p-adique de Ao∞k.
Pour j′ ≤ j, k′ ≤ k, on a Aoj′k′ = Aojk ∩ Aj′k′ , et Ao00 = A.
Pour j ∈ N, on a Aoj0 = Koj [[T
1
pj
≤n]]. Le syste`me (Aoj0)j est a` fle`ches de transition finies
et plates, de sorte que Ao∞0 est fide`lement plate (en fait libre) sur chaque Aoj0. D’apre`s le
lemme 1.1.1, Aˆo∞0 est fide`lement plate sur chaque Aoj0, donc aussi sur Ao∞0.
On a Aˆo∞0 ∼= W (k[[T
1
p∞
≤n ]])⊗ˆW (k)Kˆ
o
∞ [1, ex. 3.2.3 (2)] (nous n’en ferons pas usage).
2.4. Puisque Ao∞k est comple`tement inte´gralement ferme´e dans A∞k , et que |K∞| est
dense dans R+, il existe une unique norme de K∞-alge`bre sur A∞k dont Ao∞k est la
boule unite´, et cette norme est spectrale (i.e. multiplicative pour les puissances) [1, sorite
2.3.1 (4)]. Si l’on munit les Ajk de la norme (spectrale) induite, la boule unite´ est Aojk , et
lorsque (j, k) varie, les fle`ches de transition du syste`me (Aojk) (les inclusions naturelles)
sont isome´triques [1, sorite 2.3.1 (2c)].
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Les Aj0 sont multiplicativement norme´es, mais ce n’est pas ne´cessairement le cas de
Ajk si k 6= 0. L’ide´al Aoo∞0 de Ao∞0 forme´ des e´le´ments topologiquement nilpotents est
un ide´al premier idempotent e´gal a` Koo∞ Ao∞0 [1, 2.2.1, 2.2.2].
2.5. Nous renvoyons a` [1, §1] pour un re´sume´ des notions de presque-alge`bre utilise´es
dans la suite (notamment §1.5 pour les changements de cadre).
2.5.1. The´ore`me. Dans le cadre (Ko∞,Koo∞), Aˆo∞∞ est presque fide`lement plate surAo∞0.
Proof. Comme Kˆ∞ est un corps perfectoı¨de, il existe ̟ ∈ Kˆo∞ tel que |p| ≤ |̟| < 1
et admettant des racines ̟
1
ph ∈ Kˆo∞; on le fixe, ainsi qu’un e´le´ment ̟′ ∈ Ko∞ tel que
|̟| < |̟′| < 1. Si B est une Kˆ∞-alge`bre de Banach, on note Bo l’anneau de ses e´le´ments
de puissance borne´e; on a donc B≤1 ⊂ Bo, avec e´galite´ si B est spectrale.
Commenc¸ons par e´tablir quelques formules, exprimant Aˆo∞∞ en termes d’une triple
colimite comple´te´e. D’apre`s [1, cor. 2.9.2], on a un isomorphisme canonique
(9) Aˆo∞∞ ∼→ ĉolimi Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{
T − g
̟i
}o,
ou` Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉 le comple´te´ p-adique de A∞0[T
1
p∞ ] (c’est aussi le comple´te´ pour la norme
multiplicative de Gauss), et ĉolim le comple´te´ p-adique de la colimite [1, §2.6.3]; on a
(10) Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉o = Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉 = Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉≤1.
et T − g est de norme 1.
Nous allons tirer parti de ce que Aˆ∞0 est une Kˆ∞-alge`bre perfectoı¨de (c’est celle
note´e Aˆ∞ dans [1, ex. 3.2.3 (2)]), donc Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉 aussi [1, ex. 3.2.3 (1)], et du
fait qu’on dispose d’apre`s Scholze d’une description en presque-alge`bre des boules unite´
des localisations d’alge`bres perfectoı¨des. En effet, selon [20, cor. 6.7 i], il existe un
e´le´ment fi ∈ Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉, congru a` T − g modulo ̟′ et admettant des racines f
1
pk
i dans
Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉, tel que
(11) Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{
T − g
̟i
}o ∼= Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{
fi
̟i
}o
En outre, selon [20, lemma 6.4], le morphisme canonique ̂Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉o[( fi̟i )
1
p∞ ] →
Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{ fi̟i }
o est un presque-isomorphisme:
(12) Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{
fi
̟i
}oa ∼= (
̂
Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉[(
fi
̟i
)
1
p∞ ])a
ou` Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉[( fi̟i )
1
p∞ ] := colimk Aˆ
o
∞0〈T
1
p∞ 〉[( fi̟i )
1
pk ] ⊂ Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉. Par ailleurs, le
morphisme canonique
ĉolimk Aˆ
o
∞0〈T
1
p∞ 〉[(
fi
̟i
)
1
pk ]→ ĉolimk (
̂
Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉[(
fi
̟i
)
1
pk ])
est un isomorphisme, comme on le ve´rifie imme´diatement par re´duction modulo ̟n pour
tout n. En combinant ceci aux formules (11) (12) et (4), on obtient
(13) Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{
T − g
̟i
}oa ∼= ĉolimk (
̂
Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉[(
fi
̟i
)
1
pk ])a
∼= ĉolimk (Aˆ
o
∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟
i
pk U − fi
1
pk ))a.
Fixons (i, k). Comme Aˆo∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟
i
pk U − fi
1
pk ) ne change pas si l’on remplace
f
1
pk
i par tout e´le´ment de Aˆo∞0〈T
1
p∞ 〉 qui lui est congru modulo ̟
i
pk
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par un fik ∈ Aoj0〈T
1
pj 〉 pour j assez grand. On peut aussi remplacer ̟
i
pk par un e´le´ment
̟ik ∈ Kj0 de meˆme norme, de sorte que
(14) Aˆo∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟
i
pk U − fi
1
pk ) ∼= Aˆo∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟ikU − fik).
Par ailleurs, comme Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉 est perfectoı¨de (spectrale), pour j assez grand, il existe
gk ∈ A
o
j0〈T
1
pj 〉 tel que gp
k
k ≡ g modulo ̟. On peut aussi supposer qu’une uniformisante
̟j de Koj0 ve´rifie
(15) |̟j | ≥ |̟′|
1
pk > |̟ik|.
Le morphisme canonique
(16) ĉolimj Aoj0〈T
1
pj , U〉/(̟ikU − fik)→ Aˆ
o
∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟ikU − fik)
est un isomorphisme, comme on le voit aise´ment par re´duction modulo ̟nik pour tout n.
Enfin, rappelons qu’en vertu de (2) et de ce que Aoj0〈T
1
pj , U〉 = Aj0〈T
1
pj , U〉≤1, on a
(17) Aoj0〈T
1
pj , U〉/(̟ikU − fik) = Aj0〈T
1
pj 〉{
fik
̟ik
}≤1.
Ceci e´tabli, venons-en a` la platitude.
Commenc¸ons par l’anneau noethe´rien Aoj0〈T
1
pj , U〉/(̟ikU − fik). D’apre`s le crite`re
de platitude par fibres sur Aoj0, il s’agit de ve´rifier que
a) Aj0〈T
1
pj 〉{ fik̟ik } est plate sur Aj0; or, le spectre analytique de Aj0 est re´union crois-
sante des polydisques affinoı¨des de rayons r ∈ |Koo∞ |, et pour une telle alge`bre de Tate Br,
Br〈T
1
pj 〉{ fik̟ik } est meˆme plate sur Br〈T
1
pj 〉 [3, prop. 2.2.4]; et
b) Aoj0〈T
1
pj , U〉/(̟ikU − fik, ̟j) = A
o
j0〈T
1
pj , U〉/(fik, ̟j) est plate sur Aoj0/̟j :
or dans Aoj0〈T
1
pj 〉, on a les congruences fp
k
ik ≡ fi ≡ T − g ≡ (T
1
pk − gk)
pk mod-
ulo ̟′, d’ou` fik ≡ T
1
pk − gk modulo ̟j ; ceci donne Aoj0〈T
1
pj , U〉/(fik, ̟j) ∼=
(Aoj0/̟j)[T
1
pj , U ]/(T
1
pk − gk), qui est libre sur Aoj0/̟j .
AinsiAj0〈T
1
pj 〉{ fik̟ik }≤1 est plate sur A
o
j0. CommeAoj0 est locale, le quotient par mAoj0
de Aoj0〈T
1
pj , U〉/(̟ikU − fik) est k[T
1
pj , U ]/f¯ik ou` f¯ik est l’image de fik dans k[T
1
pj ],
et comme f¯ik n’est pas inversible dans k[T
1
pj ] puisque f¯p
k
ik ≡ T − g¯, ce quotient est non
nul. Donc Aj0〈T
1
pj 〉{ fik̟ik }≤1 est fide`lement plate sur Aoj0.
De`s lors, il en est de meˆme de colimjAj0〈T
1
pj 〉{ fik̟ik }≤1 sur colimjA
o
j0 = A
o
∞0,
c’est-a`-dire sur chaque Aoj0. D’apre`s le lemme 1.1.1, la colimite comple´te´e est encore
fide`lement plate sur Ao∞0, donc Aˆo∞0〈T
1
p∞ , U〉/(̟
i
pk U − fi
1
pk ) est fide`lement plate sur
Ao∞0 d’apre`s (14) et (16).
De meˆme, la colimite (en k) comple´te´e est fide`lement plate sur Ao∞0. Compte tenu
de (13), on obtient que Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{T−g̟i }
oa est fide`lement plate sur Aoa∞0 dans le cadre
(Ko∞,K
oo
∞), ou ce qui revient au meˆme, dans le cadre (Ao∞0, Aoo∞0 = Koo∞Ao∞0) [1, §1.5].
Dans ce dernier cadre, l’adjoint a` gauche ( )!! du foncteur de localisation ( )a pour lesAo∞0-
alge`bres respecte la platitude fide`le [7, 3.1.3], donc Aˆ∞0〈T
1
p∞ 〉{T−g̟i }
oa
!! est fide`lement
plate sur Ao∞0. Ces alge`bres forment un syste`me inductif (en i). Appliquant derechef le
lemme 1.1.1, on obtient que la colimite comple´te´e est fide`lement plate sur Ao∞0. En vertu
de (9), on conclut que Aˆoa∞∞ est fide`lement plate sur Aoa∞0. ✷
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2.6. Bien que cela ne soit pas ne´cessaire pour la suite, expliquons comment en de´duire
de la purete´:
2.6.1. Corollaire. Pour tout (i, j, k), Aoj0 →֒ Aojk est pur.
Proof. Il suffit de montrer queAo∞∞ est pur surAo∞0, puisque ce dernier est pur sur chaque
Aoj0.
Comme les Aoj0 sont finis plats les uns sur les autres,Ao∞0 est cohe´rent [5, I, §2, ex. 12].
Soient alors M un Ao∞0-module de pre´sentation finie, et N un quelconque sous-module de
type fini de ker (M →M ⊗Ao
∞0
Ao∞∞). CommeAo∞0 est cohe´rent,N est de pre´sentation
finie. Comme Aˆo∞∞ est presque fide`lement plat sur Ao∞0 (th. 2.5.1), donc presque pur,
Ao∞∞ est aussi presque pur sur Ao∞0, donc N est presque nul: son annulateur I contient
Koo∞ . Or I est un ide´al de pre´sentation finie, donc provient d’un ide´al Ij de l’un des
Aoj0 : I = Ij ⊗Aoi,j,0 A
o
∞0. Comme Ao∞0 est fide`lement plat sur l’anneau local Aoj0, on
conclut par le lemme 1.1.2 (avec k = Aoo∞0 et J = Ij) que Ij = Aoj0 et que N = 0. Donc
M →M ⊗Ao
∞0
Ao∞∞ est injectif. ✷
2.6.1. Remarque. Si g est sans facteur carre´ (dans l’anneau factorielA[ 1p ]) et non divisible
par les Th, les Ajk et Aojk sont des anneaux normaux.
Si ±g n’est pas produit d’un monoˆme en les Th et d’une puissance p-ie`me dans A, on
peut montrer, en utilisant le lemme de Capelli-Vahlen, que Ajk est inte`gre. Si ±g mod.
p n’est pas produit d’un monoˆme en les Th et d’une puissance p-ie`me dans A/p, on peut
montrer que la norme de Ajk est multiplicative.
En ge´ne´ral, meˆme sous les hypothe`ses de (1) et (2), il est tre`s difficile de de´terminer
les anneaux Aojk , et plus encore leurs proprie´te´s relatives
3; voir [17] pour le cas j, k ≤ 1 et
[23] pour le cas j ≤ 1, k > 1.
2.6.2. Remarque. Dans la suite, nous n’aurons besoin de ce the´ore`me que modulo les
puissance de p, ce qui permet de se dispenser des subtilite´s sur les comple´tions.
3. APPLICATION DU LEMME D’ABHYANKAR PERFECTOI¨DE.
3.1. Soit B une extension finie de A, et prenons g ∈ A \ pA de sorte que B[ 1pg ] soit e´tale
sur A[ 1pg ]. Pour prouver la purete´ de A →֒ B, on peut supposer B inte`gre [12, lemma 3],
et meˆme que B[ 1pg ] soit une extension galoisienne de A[
1
pg ]. Comme A est inte´gralement
ferme´ dans A[ 1p ], A/p
m → B/pm est injectif pour tout m ∈ N.
La Kˆ∞-alge`bre Aˆ∞∞ est perfectoı¨de [1, §3.6.2]. Notons Aˆo∞∞!! la Ao∞0-alge`bre
de´duite de Aˆo∞∞ par application de la localisation dans le cadre (Ao∞0,Koo∞Ao∞0) suivie
de son adjoint a` gauche, comme ci-dessus. Comme cette ope´ration respecte la platitude
fide`le, il de´coule du th. 2.5.1 que Aˆo∞∞!! est fide`lement plate sur Ao∞0 donc aussi sur A
(et en particulier sans A-torsion). D’apre`s la formule (2.2.26) de [7], c’est la sous-alge`bre
Ao∞0+K
oo
∞Aˆ
o
∞∞ de Aˆo∞∞; en particulier, elle est stable par multiplication par tout e´le´ment
de (̟g)
1
p∞
.
3.2. Conside´rons la fermeture inte´graleBo de g−
1
p∞ Aˆo∞∞ dans la Aˆ∞∞[ 1g ]-alge`bre e´tale
finie B⊗A Aˆ∞∞[ 1g ] (galoisienne si l’on veut). Le morphisme canoniqueB⊗A Aˆo∞∞!! →
B ⊗A Aˆ∞∞[
1
g ] se factorise a` travers un morphisme B ⊗A Aˆ
o
∞∞!! → B
o (qui devient un
isomorphisme apre`s inversion de pg).
3il n’est de´ja` pas facile de de´terminer Q(Ajk)o a` cause de la ramification fe´roce e´ventuelle; cf. [24] pour une
approche algorithmique - c’est dans cet article oublie´ qu’est introduite la terminologie “fe´roce” (fierce).
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Voyons Aˆo∞∞ et Bo comme des Ko∞[T
1
p∞ ]-alge`bres via T
1
ph 7→ g
1
ph
. Un fragment du
lemme d’Abhyankar perfectoı¨de [1, th. 0.3.1]4 s’e´nonce:
3.2.1. The´ore`me. Dans le cadre (Ko∞[T
1
p∞ ], T
1
p∞Koo∞ [T
1
p∞ ]), et pour tout m ∈ N, le
morphisme Aˆo∞∞/pm → Bo/pm est presque fide`lement plat, donc presque pur. ✷
3.2.2. Corollaire. Dans le cadre (Ko∞ +Koo∞ [T
1
p∞ ], T
1
p∞Koo∞ [T
1
p∞ ]), et pour tout m ∈
N, le morphisme Aˆo∞∞!!/pm → (B ⊗A Aˆo∞∞!!)/pm est presque pur.
En effet, l’e´nonce´ du the´ore`me, qui porte sur les Aˆo∞∞/pm-modules, e´quivaut a`
l’e´nonce´ analogue dans le cadre (Ko∞+Koo∞ [T
1
p∞ ], T
1
p∞Koo∞ [T
1
p∞ ]) puisque la presque-
nullite´ y a le meˆme sens; et dans ce cadre-ci, Aˆo∞∞!! est presque isomorphe a` Aˆo∞∞. Donc
Aˆo∞∞!!/p
m → Bo/pm y est presque pur, de meˆme que Aˆo∞∞!!/pm → B ⊗A Aˆo∞∞!!/pm
a` travers lequel Aˆo∞∞!!/pm → Bo/pm se factorise. ✷
3.3. Fixons provisoirement m ≥ 2, notons avec une barre la re´duction modulo pm pour
alle´ger, et de´montrons que la classe e de l’extension 0→ A¯→ B¯ → B¯/A¯→ 0 est nulle
en combinant les deux the´ore`mes pre´ce´dents, suivant une ide´e de B. Bhatt [4].
Comme Aˆo∞∞!! est (fide`lement) plat sur A¯ et B¯ de pre´sentation finie sur A¯, on a
Ext1(B¯/A¯, A¯)⊗A¯ Aˆ
o
∞∞!! = Ext
1((B¯ ⊗A¯ Aˆ
o
∞∞!!)/Aˆ
o
∞∞!! , Aˆ
o
∞∞!!).
Le corollaire 3.2.2 joint au lemme 5.5.1 implique que e ⊗ 1 est annule´ par g 1p∞Koo∞ .
Appliquons alors le lemme 1.1.2 avec
R = A¯, J = AnnA¯ A¯e, S = Aˆ
o
∞∞!!, K = g
1
p∞Koo∞Aˆ
o
∞∞!!.
Notons que JS = Ann
Aˆo
∞∞!!
Aˆo
∞∞!!(e ⊗ 1) puisque Aˆo∞∞!! est plat sur A¯, de sorte que
JS contient K. Puisque R ∩ K 6= 0 (il contient la classe de pg), on conclut que J = R,
c’est-a`-dire e = 0.
3.4. On a donc obtenu l’existence d’une re´traction de A/pm → B/pm pour tout m. Il
en est donc de meˆme pour A/(pm, T p
m
≤n ) → B/(p
m, T p
m
≤n ). Un argument de type Mittag-
Leffler duˆ a` Hochster [12, p. 30], base´ sur le fait que ces re´tractions forment un torseur
sous un A/pm-module artinien, permet de conclure que A→ B admet une re´traction.
4. ALGE`BRES DE COHEN-MACAULAY.
4.1. Soient B un anneau local noethe´rien de caracte´ristique re´siduelle p, mB son ide´al
maximal, et x = (x1, . . . , xd) une suite se´cante maximale (d = dimB). Soit C une
extension non ne´cessairement noethe´rienne de B.
4.1.1. Definition. (1) On dit queC est de Cohen-Macaulay pour (B, x) si C 6= mBC
et si x devient une suite re´gulie`re dans C.
(2) On dit que C est une B-alge`bre de Cohen-Macaulay5 si elle est de Cohen-
Macaulay pour (B, x) pour toute suite se´cante maximale x.
(3) Supposons que C contienne une suite compatible de racines pm-ie`mes d’un
e´le´ment π non diviseur de ze´ro dans C. Suivant P. Roberts, on dit que C est
presque de Cohen-Macaulay pour (B, x, π
1
p∞ ) si dans le cadre (C, π
1
p∞ C), C
n’est pas presque e´gale a` mBC (i.e. mBC ne contient pas π
1
p∞ ) et si x de-
vient presque une suite re´gulie`re dans C (i.e. pour tout i = 0, . . . , d − 1,
((x1, . . . , xi)C : xi+1C)/(x1, . . . , xi)C est annule´ par π
1
p∞ ).
4le cas galoisien suffit.
5
“big Cohen-Macaulay algebra” ou “balanced big Cohen-Macaulay algebra” dans la litte´rature anglo-
saxonne.
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On “passe ” de (1) a` (2) en comple´tant C mB-adiquement [2, th. 1.7], et de (3) a` (1)
graˆce a` la technique des modifications partielles de Hochster [14], qui peut se re´sumer
comme suit. Une modification partielle de degre´ n d’un B-module M relatif a` (B, x) est
un homomorphisme M → M ′, ou`, e´tant donne´e une relation xi+1mi+1 =
∑i
1 xjmj a`
coefficients dans M , M ′ := M [T1, . . . , Ti]≤n/(mi+1 −
∑i
1 xjTj) ·M [T1, . . . , Ti]≤n−1.
4.1.2. Proposition. Soit B un anneau local noethe´rien de caracte´ristique re´siduelle p. Si
B admet une alge`bre presque de Cohen-Macaulay C pour (B, x, π
1
p∞ ) (pour une suite
se´cante maximale x de B et une suite de racines π
1
pm d’un non-diviseur de ze´ro dans C),
alors B admet une alge`bre de Cohen-Macaulay.
Proof. [14] Il est loisible de remplacer C par π− 1p∞ C, qui est encore presque de Cohen-
Macaulay pour (B, x, π
1
p∞ ). Conside´rons une suite finie M = (M1 := B → M2 →
· · · → Mℓ) de modifications partielles de degre´ n relatives a` (B, x). Le lemme crucial
[14, 5.1] (ou` l’on prend c = π 1pm pour m arbitraire) permet de construire pas a` pas un
diagramme commutatif de B-modules, partant de M1 = B → C:
M1

✸
✸✸
✸✸
✸✸
M2
 ""
❊❊❊
C,

Mℓ.
CC✝✝✝✝✝
Comme C 6= mBC, on a Mℓ 6= mBMℓ. Lorsque (n, ℓ,M) varie, la colimite (filtrante)
des Mℓ est alors une alge`bre de Cohen-Macaulay pour (B, x). Passant au comple´te´ mB-
adique, on obtient une alge`bre de Cohen-Macaulay pour B. ✷
Voici un moyen commode pour construire des alge`bres presque de Cohen-Macaulay.
Soient B, x,C comme au de´but du §4.1, et supposons que C contienne une suite compati-
ble de racines pm-ie`mes d’un e´le´ment π non diviseur de ze´ro.
4.1.3. Lemme. Supposons que les xi soient contenus dans un sous-anneau A ⊂ B, local
de Cohen-Macaulay, tel que B soit un A-module fini. Alors C est presque de Cohen-
Macaulay pour (B, x, π
1
p∞ ) si et seulement si elle l’est pour (A, x, π
1
p∞ ). C’est le cas si
l’une des conditions suivantes est ve´rifie´e:
a) (π) ∩ A 6= 0 et C est presque isomorphe, dans le cadre (A[π
1
p∞ ], π
1
p∞A[π
1
p∞ ]), a`
une A-alge`bre fide`lement plate (ne contenant pas ne´cessairement B).
b) (π) ∩ A 6⊂ x1A, C est sans x1-torsion, et C/x1C est presque isomorphe, dans le
cadre (A[π
1
p∞ ], π
1
p∞A[π
1
p∞ ]), a` une A/x1A-alge`bre fide`lement plate.
Proof. Comme mAB est mB-primaire, C n’est pas presque e´gale a` mBC si et seulement
si elle n’est pas presque e´gale a` mAC, d’ou` la premie`re assertion. C’est le cas si C (resp.
C/x1C) est presque isomorphe a` une A-alge`bre (resp. A/x1A-alge`bre) fide`lement plate
C′ car sous les hypothe`ses en vigueur, l’image de π
1
p∞ dans C′ ne peut eˆtre contenu dans
mAC
′ en vertu du lemme 1.1.2.
Par ailleurs, ((x1, . . . , xi)A : xi+1A)/(x1, . . . , xi)A = 0 puisque A est de Cohen-
Macaulay, donc ((x1, . . . , xi)C′ : xi+1C′)/(x1, . . . , xi)C′ = 0 et ((x1, . . . , xi)C :
xi+1C)/(x1, . . . , xi)C = 0 est annule´ par π
1
p∞
. On conclut de meˆme dans le cas
(b), remplac¸ant A par son quotient de Cohen-Macaulay A/x1A et (x1, . . . , xi) par
(x2, . . . , xi). ✷
12 YVES ANDR ´E
4.2. Venons-en au th. 0.7.1. Supposons de´sormais en outre queB soit complet inte`gre de
car. (0, p). Soient n+1 sa dimension, k son corps re´siduel et Λ ⊂W (k
1
p∞ ) son anneau de
coefficients. Le choix d’une suite se´cante maximale x de B avec x1 = p2 permet d’e´crire
B comme extension finie de A := Λ[[T1, . . . , Tn]], ou` Ti s’envoie sur xi+1. Il est loisible
de remplacer k par k
1
p∞ et Λ par W (k
1
p∞ ), ce qui nous place dans la situation du §3.1.
Soit g ∈ A \ pA tel que B[ 1pg ] soit e´tale sur A[
1
pg ]. Avec les notations de 3.2, prenons
(18) C := Bo, π 1pm := (̟g) 1pm .
Alors (π)∩A = pgA 6⊂ p2A, la Aˆo∞∞!!-alge`breC est sans p-torsion, etC/p2C est presque
isomorphe, dans le cadre (Aˆo∞∞!!, (̟g)
1
p∞ Aˆo∞∞!!), a` (C/p
2C)a!! qui est fide`lement plate
sur A/p2A par les th. 2.5.1 et 3.2.1. On conclut du lemme 4.1.3 que C est presque de
Cohen-Macaulay pour (B, x, π
1
p∞ ). Par la prop. 4.1.2, il existe donc une B-alge`bre de
Cohen-Macaulay. ✷
4.2.1. Remarque. Le th. 0.7.1 implique directement la conjecture monomiale (point (3)
du §0.1), qui est e´quivalente a` la conjecture du facteur direct. Cela en fournit une seconde
preuve, ou` le lemme d’Abhyankar perfectoı¨de n’intervient que modulo p2.
La conjecture qui controˆle tout l’e´cheveau des conjectures homologiques pre´dit la fonc-
torialite´ faible des alge`bres de Cohen-Macaulay. Les techniques pre´ce´dentes devraient per-
mettre de traiter le cas d’un homomorphisme local injectif d’anneaux locaux noethe´riens
complets inte`gres d’ine´gale caracte´ristique (0, p), mais le cas ge´ne´ral semble reque´rir une
nouvelle ide´e.
5. APPENDICE: PURETE´.
Comme la conjecture du facteur direct est un e´nonce´ de purete´ (au sens d’injectivite´
universelle), nous rassemblons ici quelques re´sultats concernant cette notion.
5.1. Sous-modules purs et modules ge´ne´rateurs. Soient R un anneau commutatif uni-
taire, N un R-module. On dit qu’un sous-module M ⊂ N est pur si pour tout R-module
P , P → P ⊗R S est injectif. Comme tout module est colimite filtrante de modules de
pre´sentation finie, on peut se borner aux modules P de pre´sentation finie.
5.1.1. Lemme. [18, I.2]
(1) M ⊂ N est pur si et seulement si pour tout module de pre´sentation finie P ,
HomR(P,N)→ HomR(P,N/M) est surjectif.
(2) En particulier, si N/M est de pre´sentation finie, M ⊂ N est pur si et seulement
si M est facteur direct de N .
(3) Si N est plat, alors M est un sous-module pur si et seulement si N/M est plat. ✷
Un R-module M est ge´ne´rateur si tout R-module N est engendre´ par les images des
applications R-line´aires de M dans N .
5.1.2. Lemme. [6, §5, n. 2, Th. 1] M est ge´ne´rateur si et seulement si R est facteur direct
d’une puissance Mn (en particulier M est fide`le). ✷
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5.2. Extensions pures d’anneaux. On dit qu’un monomorphisme d’anneaux R →֒ S est
pur (ou encore que la R-alge`bre fide`le S est pure) si R est un sous-R-module pur de S:
autrement dit, pour tout R-module (de pre´sentation finie) P , P → P ⊗R S est injectif.
En passant par l’alge`bre syme´trique sur P , on voit R →֒ S est pur si et seulement si il est
universellement injectif, i.e. R′ → S ⊗R R′ est injectif pour toute R-alge`bre R′ (et on
peut se limiter aux R′ de pre´sentation finie puisque toute R-alge`bre est colimite filtrante
de telles alge`bres).
5.2.1. Proposition. (1) Les monomorphismes purs sont stables par composition, pro-
duit, changement de base, et colimite filtrante. En outre, si un compose´R→ S →
T est pur, il en est de meˆme de R→ S.
(2) Si R →֒ S est fide`lement plat, il est pur.
(3) Supposons que S soit de pre´sentation finie en tant que R-module. Les conditions
suivantes sont e´quivalentes:
(a) R →֒ S est pur,
(b) R →֒ S admet une re´traction R-line´aire, i.e. le sous-R-module R ⊂ S est
facteur direct.
(c) S est un R-module ge´ne´rateur,
Le point (1) est formel, cf. [21, prop 1.2]. Le point (2) de´coule du point (3) du lemme
5.1.1, compte tenu de ce que R →֒ S est fide`lement plat si et seulement si S/R est plat.
Les implications (a) ⇒ (b) ⇒ (c) de (3) de´coulent en effet directement des lemmes
pre´ce´dents, et (b) ⇒ (a) est banale. Pour (c) ⇒ (b), noter que pour tout couple (s, sˇ) ∈
S ×HomS(S,R) tel que sˇ(s) = 1R, la composition de la multiplication par s dans S et
de sˇ est une re´traction de R →֒ S. ✷
5.3. Remarque. Notons f : SpecS → SpecR le morphisme associe´ a` R → S et
f∗ : ModR →ModS le foncteur de changement de base. Alors f est plat si et seulement
si f∗ est exact, tandis que f est pur si et seulement si f∗ est fide`le (ce qui e´quivaut ici a`
conservatif, i.e. refle´tant les isomorphismes), cf. [21].
5.4. Un crite`re de purete´ de Hochster. Voici une variante de [13, 6.3 et 6.1 (2⇒ 5)].
5.4.1. Proposition. Soient R un anneau local (non ne´cessairement noethe´rien) d’ide´al
maximal m, et r un e´le´ment de m tel que R soit r-adiquement se´pare´.
Soit σ un endomorphisme local deR tel queR soit libre sur σ(R) et que
⋂
m
(σm(m).R)
soit contenu dans rR. Soit enfin S une extension de R telle que σ se prolonge en un
endomorphisme injectif de S.
Conside´rons les conditions
(a) R →֒ S est pur,
(b) R →֒ S admet une re´traction R-line´aire,
(c) Le dual S∨ := HomR(S,R) est non nul.
On a les implications
(c)⇔ (b)⇒ (a).
En outre (a)⇒ (b) si R est (noethe´rien) re´gulier et S entier sur R.
Proof. L’implication (b)⇒ (a) + (c) est triviale.
Prouvons (c) ⇒ (b). Soit λ ∈ S∨ \ {0}. Comme R est r-adiquement se´pare´, on
peut, en divisant λ par une puissance convenable de r, supposer qu’il existe s ∈ S tel que
λ(s) /∈ rR; quitte a` pre´composer λ avec la multiplication par s, on peut meˆme supposer
λ(1) /∈ rR. Il existe alorsm tel que λ(1) /∈ σm(m)R. CommeR est libre sur σmR (qui est
un anneau local d’ide´al maximal σm(m)), il existe un facteur direct (libre) de type fini M
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tel que λ(1) ∈M \σm(m)M , et on peut donc trouver d’apre`s Nakayama une forme σmR-
line´aire µ sur N qui envoie λ(1) sur 1, qu’on prolonge a` R par 0 sur un supple´mentaire de
M . La restriction a` σmS de µλ est alors une re´traction σmR-line´aire de σmS sur σmR.
Par transport de structure via σm, on obtient une re´traction R-line´aire de S sur R.
Prouvons ensuite (a) ⇒ (c) si R est re´gulier et S entier sur R. S est alors colimite
filtrante de sous-R-alge`bres finies Sα qui sont pures. Si d est la dimension de Krull de R,
le groupe de cohomologie locale Hd
m
(R) est non nul, et s’injecte dans Hd
m
(Sα) puisque
R →֒ Sα est scinde´. Par passage a` la colimite,Hdm(S) est non nul. Soit alorsE l’enveloppe
injective du corps re´siduel de R. Par dualite´ locale, Hdm(S) s’identifie a` HomR(S∨, E),
donc S∨ est non nul. ✷
L’implication (c)⇒ (b) fournit une preuve tre`s courte de la conjecture du facteur direct
en caracte´ristique p > 0 [13, 6.2], en prenant r = 0 et σ e´gal a` l’endomorphisme de
Frobenius, qui est plat si R est re´gulier et fini si R est local complet de corps re´siduel
parfait.
5.5. Presque-purete´. Soit (V,m = m2) un cadre tel que m˜ := m ⊗V m soit plat sur V.
Soient R une V-alge`bre, et N un R-module. L’adjoint a` gauche ( )! = m˜ ⊗ ( )∗ de la
localisation ( )a est exact et commute a` ⊗ [7, 2.2.24, 2.4.35].
On dit qu’un homomorphisme presque injectif M → N de R-modules est presque pur
si pour tout R-module P , P → P ⊗R S est presque injectif (ici encore, il suffit de tester
sur les modules P de pre´sentation finie). Cela e´quivaut a` dire que Ma! ⊂ Na! est pur. Si
M ′ est un module interme´diaire (avec M ′ → M presque injectif), M → M ′ est encore
presque pur.
5.5.1. Lemme. Si M ⊂ N est presque pur, alors pour tout R-module de pre´sentation finie
P , HomR(P,N) → HomR(P,N/M) est presque surjectif. En particulier, si N/M est
de pre´sentation finie sur l’anneau R (au sens usuel), M est alors presque facteur direct de
N , et donc la classe de N dans le R-module Ext1(N/M,M) est presque nulle.
Proof. D’apre`s le lemme 5.1.1, M ⊂ N est presque pur si et seulement si pour tout R-
module de pre´sentation finie P , HomR(P,Na! )→ HomR(P,Na! /Ma! ) est surjectif, donc
HomR(P,N) → HomR(P,N/M) est presque surjectif. Si N/M est de pre´sentation
finie, on peut prendre P = N/M , d’ou` l’existence, pour tout η ∈ m, d’un e´le´ment f ∈
HomR(N/M,N) dont la projection dans EndR(N/M) est η · id. ✷
Un homomorphisme de V-alge`bres R → S est presque pur s’il l’est en tant
qu’homormorphisme de R-modules. Si un compose´ R → S → T est presque pur, il
en est de meˆme de R→ S.
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